
خدا نام̧ به
١٣٩۴ اردیبهشتِ الزهرا- دانش�گاه˼ II تحلیلͬ ِͷانیͺم میان�ترم̧ امتحانِ

لاگرانژیِ مͬ�غلتد. R شعاع̧ به ثابتͬ توخال̞ͬ کره�یِ درونِ r شعاع̧ به ای گلوله (١ مسئله�یِ
است. مرکزش به نسبت ͷکوچ کره�یِ دورانͬ لخت̞ͬ Icm چیست؟ θ, θ̇ حسب بر

θ

R

r

دارد: بخش دو گلوله جنبش̞ͬ انرژیِ است. −mg(R− r) cos θ گلوله پتانسیل̞ انرژیِ
دورانِ جنبش̞ͬ انرژیِ دیͽری و K1 گلوله جرم̧ مرکزِ به مربوط انتقالͬ جنبش̞ͬ انرژیِ ͬͺی

حرکتِ چون اما است. (R− r)θ̇ گلوله مرکزِ خط̞ͬ سرعتِ .K2 جرمش، مرکزِ حولِ گلوله
مرکزِ خط̞ͬ سرعتِ تقسیم̧ از گلوله دورانِ زاویه�ایِ سرعتِ است، محض غلتش̞ گلوله

این بر بنا .ω = (R− r)θ̇/r یعنͬ مͬ�آید، دست به گلوله شعاع̧ بر گلوله

K1 =
1

2
m(R− r)2θ̇2

K2 =
1

2
Icmω

2 =
1

2
Icm

(R− r)2

r2
θ̇2

از است عبارت سیستم این لاگرانژی�یِ این بر بنا

L =
1

2
m(R− r)2θ̇2 +

1

2
Icm

(R− r)2

r2
θ̇2 +mg(R− r) cos θ

چیست؟ آن لاگرانژیِ بͽیرید. نظر در شͺل مطابق̞ دوتایی آونگͬ (٢ مسئله�یِ
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از است عبارت اول ذره�یِ جنبش̞ͬ انرژیِ

K1 =
m

2
ml21ϕ̇

2
1 (١)

آن�جا از و مͬ�نویسیم را آن مͺانِ بردارِ ابتدا دوم ذره�یِ جنبش̞ͬ انرژیِ آوردنِ دست به برایِ
مͬ�آوریم. دست به را آن سرعتِ دوم ذره�یِ مͺانِ بردارِ از مشتق�گیری با

r = (l1 sinϕ1 + l2 sinϕ2)i+ (l1 cosϕ1 + l2 cosϕ2)j
⇒ ṙ = (l1ϕ̇1 cosϕ1 + l2ϕ̇2 cosϕ2)i− (l1ϕ̇1 sinϕ1 + l2ϕ̇2 sinϕ2)j. (٢)

بنویسیم. را دوم ذره�یِ جنبش̞ͬ انرژیِ مͬ�توانیم حالا

K2 =
m

2

(
l21ϕ̇

2
1 + l22ϕ̇

2
2 + 2l1l2ϕ̇1ϕ̇2 cos(ϕ2 − ϕ1)

)
(٣)

V1 = دوم ذره�یِ پتانسیل̞ انرژیِ و V1 = − mgl1 cosϕ1 اول ذره�یِ پتانسیل̞ انرژیِ
از است عبارت سیستم این لاگرانژی�یِ این بر بنا است. − (mgl1 cosϕ1 +mgl2 cosϕ2)

L = ml21ϕ̇
2
1 +

1

2
ml22ϕ̇

2
2 +ml1l2ϕ̇1ϕ̇2 cos(ϕ1 − ϕ2) + 2mgl1 cosϕ1 +mgl2 cosϕ2

اصطͺاکِ و a شعاع̧ به حلقه�ای رویِ بر m جرم̧ به تسبیحͬ دانه�یِ الف- (٣ مسئله�یِ
دوران z محورِ حولِ آزادانه و است گرفته قرار قائمͬ صفحه�یِ در حلقه مͬ�لغزد. ناچیز

است.) m جرم̧ سمت̞ͬ زاویه�یِ ϕ) چیست؟ θ, ϕ, θ̇, ϕ̇ حسب بر آن لاگرانژیِ مͬ�کند.

٢
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θ, θ̇ حسب بر آن لاگرانژیِ بچرخانیم ω ثابتِ زاویه�ای�یِ سرعتِ با را حلقه اگر ب-
چیست؟

کروی مختصاتِ در ذره ͷی جنبش̞ͬ انرژیِ

K =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θϕ̇2). (۴)

صورتِ به جنبشͬ انرژیِ کند، حرکت r = a شعاع̧ به حلقه�ای رویِ است مقید ذره چون

مͬ�آید در زیر

K =
1

2
m(a2θ̇2 + a2 sin2 θϕ̇2). (۵)

است عبارت لاگرانژی پس است. V = mga cos θ هم تسبیح دانه�یِ پتانسیل̞ انرژیِ
از

L =
1

2
ma2(θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ)−mga cos θ. (۶)

θ, θ̇ حسب بر آن لاگرانژیِ بچرخانیم، ω ثابتِ زاویه�ای�یِ سرعتِ با را حلقه اگر ب-
از است عبارت

L =
1

2
ma2(θ̇2 + ω2 sin2 θ)−mga cos θ. (٧)

مͬ�کند. نوسان قائم راستایِ در a cosωt دامنه�یِ با ساده�ای آونگِ آویزِ نقطه�یِ (۴ مسئله�یِ
است. قائم محور با آونگ زاویه�ی ϕ آورید. دست به ϕ, ϕ̇ حسب رابر لاگرانژی

٣
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m

ϕ

از است عبارت جسم مͺانِ بردارِ

r = i l sinϕ+ j (l cosϕ+ a cosωt),

از است عبارت آن سرعتِ بردارِ و

ṙ = i lϕ̇ cosϕ+ j (− lϕ̇ sinϕ− aω sinωt).

مͬ�شود آونگ جنبشͬ�یِ انرژی�یِ این بر بنا

T =
1

2
ml2(ϕ̇2 + a2ω2 sin2 ωt+ 2alωϕ̇ sinωt sinϕ)

از است عبارت سیستم لاگرانژی�یِ

L =
1

2
ml2(ϕ̇2 + a2ω2 sin2 ωt+ 2alωϕ̇ sinωt sinϕ) +mg(l cosϕ+ a cosωt)

هستند زمانͬ کامل̞ مشتق̞ که لاگرانژی در جمله�هایی که داد خواهیم نشان کلاس در
کرد. حذف حرکت معادله�یِ از را آن�ها مͬ�توان و ندارند حرکت معادله�یِ در اثری هیچ

مͬ�دهد. قبلͬ لاگرانژی مشابه˼ حرکتͬ معادله نیز زیر لاگرانژی�یِ پس

L =
1

2
ml2(ϕ̇2 + 2alωϕ̇ sinωt sinϕ) +mgl cosϕ

این وقتͬ ببینیم مͬ�خواهیم مͬ�کنیم. رها h ارتفاع̧ به برجͬ بالایِ از را جسمͬ (۵ مسئله�یِ
شاقول راستایِ از جسم انحرافِ باعثِ چه�قدر کوریولیس نیرویِ مͬ�خورد زمین به جسم

شده.
نیرویِ به کوریولیس نیرویِ نسبتِ مͬ�کند سقوط برج̧ این از که جسمͬ برایِ الف-
است. متر ٣٠٠ ارتفاعش و است استوا در برج که کنید فرض است؟ رتبه�ای چه از وزن،
زمین با جسم این وقتͬ زمین، زاویه�ای�یِ سرعتِ به نسبت تقریب مرتبه اولین تا ب-

است؟ شده جابه�جا چه�قدر زمین با جسم برخورد محل مͬ�کند برخورد

۴



دستگاه˼ بودنِ نالخت به�خاطرِ که است مجازی نیرویِ ͷی کوریولیس نیرویِ الف-
سرعتِ است. −2mω × v نیرو این مͬ�گیریم. نظر در نیوتن قانونِ تصحیح̧ برایِ دو̰ار

با است برابر زمین زاویه�ایِ

ω =
2π

24× 3600
≈ 7× 10−5. (٨)

مقاومتِ نیرویِ و کوریولیس نیرویِ غیابِ در مͬ�کند. سقوط میلاد برج̧ از جسمͬ
را برج این ارتفاع̧ اگر است. زمین سطح̧ بر عمود محورِ z راستایِ در آن سرعتِ هوا
عرض̞ کنید فرض .v =

√
2gh ≈ 80m/s سرعت این مقدارِ بیش�ترین بͽیریم، 300m

به کوریولیس نیرویِ نسبتِ صورت این در بͽیریم. λ ≈ 36◦ تقریباً را تهران جغرافیایی�یِ
با است برابر تقریباً مͬ�کند سقوط که جسمͬ برایِ وزن نیرویِ

2mωv cosλ

mg
≈ 2× 7× 10−5 × 80

10
≈ 10−3. (٩)

λ = 0 استوا برای است. وزن نیرویِ از کوچ�ͷتر برابر 1000 کوریولیسحداقل نیرویِ پس
مͬ�گیریم.

است زیر صورتِ به سقوط حالِ در جسم̧ برایِ نیوتن قانونِ ب-

mr̈ = −mgk− 2mωn× v. (١٠)

مͬ�گذرد، n و z محورِ از که صفحه�ای در را x محورِ و زمین، سطح̧ بر عمود را z محورِ
مسئله این دقیق̞ حل̞ است. ṙ(0) = 0 و ،r(0) = hk هم مسئله اولیه�یِ شرایط˼ مͬ�گیریم.
هم لازم دیدیم هم سئوال قبل̞ بندِ در که همان�طور ضمن در است. پیچیده علͬ�الاصول
کوریولیس نیرویِ اختلالͬ�یِ جمله�یِ چون کنیم. حل دقیق را مسئله کنیم سعͬ که نیست
جاگذاری�یِ با کنیم. حل اختلالͬ را مسئله مͬ�توانیم است، وزن از کوچ�ͷتر بار 1000

r = r0 + ωr1 + ω2r2 + · · · (١١)

مͬ�شود نتیجه اولیه شرایط˼ و نیوتن معادله�یِ در

r̈0 + ωr̈1 + · · · = −gk− 2ωn× (ṙ0 + ωṙ1 + · · · ),
r0(0) + ωr1(0) + · · · = hk,
ṙ0(0) + ωṙ1(0) + · · · = 0. (١٢)

دهیم قرار مساوی را رابطه طرفِ دو در هم�رتبه جمله�هایِ باید حالا

r̈0 = −gk, r0(0) = hk ṙ0(0) = 0
r̈1 = −2n× ṙ0, r1(0) = 0 ṙ1(0) = 0,

۵



r̈2 = −2n× ṙ1, r2(0) = 0 ṙ2(0) = 0,
...

مͬ�شود نتیجه اول معادله�یِ حل̞ از

r0 = (−1

2
gt2 + h)k. (١٣)

مͬ�آید در زیر صورتِ به r1 به مربوط معادله�یِ مقدار این جاگذاری�یِ با

r̈1 = 2gtn× k, ⇒ r1 =
gt3

3
n× k. (١۴)

دهیم ادامه صورت همین به اگر

r̈2 = −2gt2n× (n× k), ⇒ r2 = −gt4

6
n× (n× k). (١۵)

مͬ�شود r(t) بنابراین

r = (−1

2
gt2 + h)k+

ωgt3

3
n× k− ω2gt4

6
n× (n× k) + · · · (١۶)

چه�قدر سقوط زمانِ ببینیم است لازم آوریم دست به را شاقول راستایِ از انحرافِ آن�که برایِ
است. z = 0 زمان این در آوریم. دست به اختلالͬ مͬ�توانیم هم را سقوط زمانِ است.

پس

z = k · r = (−1

2
gT 2 + h)− ω2gT 4

6
k · n× (n× k) + · · · = 0 (١٧)

را اول رتبه�یِ تا انحراف اگر است. دوم مرتبه�یِ از سقوط زمانِ تغییرِ حالت این در
اگر کنیم. جاگذاری را ،T0 =

√
2h/g صفرم، رتبه�یِ تا سقوط زمانِ است کافͬ بخواهیم

نیرویِ خاطرِ به زمین با برخوردِ ِ مͺان انحرافِ بͽیریم، 300m تقریباً را میلاد برج̧ ارتفاع̧
با است یرایر تقریباً کوریولیس

ωr1 = ω
g

3
(
2h

g
)3/2n× k =

ω

3

√
8h3

g
cosλ j ≈ 0.09 j. (١٨)

با است. شرق به رو یعنͬ y محورِ جهتِ در و 9 cm حدود اول رتبه�یِ در انحراف پس
راحتͬ به است، کوچ�ͷتر اول رتبه�یِ جمله�یِ از بار هزار دوم رتبه�یِ جمله�یِ که این به توجه

بریزیم. دور را آن مͬ�توانیم

۶


